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Dans cette deuxie me partie de notre travail, nous e tablissons la formule de Poisson
Plancherel pour un groupe presque alge brique re el G, formule conjecture e par
M. Vergne [Ve1, Ve2], puis de manie re plus pre cise par P. Torasso [To]. Notre
de monstration repose sur l’e tude des inte grales orbitales sur le dual de l’alge bre de
Lie de G. Nous introduisons ces inte grales orbitales, qui ge ne ralisent celles de
Harish-Chandra dans le cas re ductif, et nous e tablissons leurs proprie te s. Pour ce
faire, nous sommes amene s a pre ciser la composante radiale de certains ope rateurs
diffe rentiels G-invariants a coefficients constants.  1997 Academic Press
In this second part of our work, we establish the PoissonPlancherel formula for
a quasi-algebraic group G. This formula was first conjectured by M. Vergne [Ve1,
Ve2]. Later on, a more precise statement of this conjecture was given by P. Torasso
[To]. In order to prove the PoissonPlancherel formula, we have to introduce the
orbital integrals on the dual space of the Lie algebra of G. These orbital integrals
are generalizations of the orbital integrals which were introduced by Harish-
Chandra in the reductive case. Their properties rely upon the precise knowledge of
the radial component of certain G-invariant differential operators.  1997 Academic
Press
1. INTRODUCTION
Dans cette deuxie me partie de notre travail, nous e tablissons la formule
de PoissonPlancherel pour un groupe presque alge brique re el G, formule
conjecture e par M. Vergne [Ve1, Ve2], puis de manie re plus pre cise par
P. Torasso [To].
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On entend par groupe presque alge brique G, la donne e d’un triplet
(G, j, G) ou G est un groupe alge brique de fini sur R, G est un groupe de
Lie se parable et j est un morphisme de groupes de Lie de G dans le groupe
des points re els GR de G dont l’image est un sous-groupe d’indice fini de
GR et dont le noyau est un sous-groupe discret central de G.
La premie re partie de notre travail, [Kh-To], a e te consacre e a l’e tude
des transforme es de Fourier des inte grales orbitales sur l’alge bre de Lie g
de G. Si T est un e le ment elliptique de g, nous avons de fini l’inte grale
orbitale MG, T sur g, ge ne ralisant celle introduite par HarishChandra (voir
[H-C]) dans le cas ou G est re ductif, et nous avons de montre que c’est une
distribution tempe re e dont la transforme e de Fourier, 3G, T , est une
fonction localement inte grable, essentiellement borne e et analytique sur un
ouvert de Zariski non vide de g* (voir le nume ro 4.2).
La formule de PoissonPlancherel que nous de montrons est une
ge ne ralisation de la classique formule sommatoire de Poisson (voir [Ve1]
et [Ve2]). Elle a e te de montre e pour G semi-simple, tout d’abord par
M. Vergne [Ve3], dans le cas line aire, puis par P. Dourmashkin [Do],
dans les cas de type Bn et enfin par M. Duflo et M. Vergne [Du-Ve], en
toute ge ne ralite . Elle a e galement e te de montre e pour les groupes alge bri-
ques complexes par M. Duflo [Du3] et pour certains groupes a radical
abe lien par P. Torasso [To].
Tout comme la formule sommatoire de Poisson dans le cas du groupe R,
la formule de PoissonPlancherel permet d’inverser la transformation de
Fourier du groupe G pour les fonctions a support dans un voisinage assez
petit de l’e le ment neutre. D’ailleurs, utilisant conjointement cette formule et
la formule du caracte re e tablie par A. Bouaziz [Bo], M. Duflo et M.
Vergne ont donne une nouvelle de monstration de la formule de Plancherel
de HarishChandra pour les groupes semi-simples [Du-Ve]. C’est dire tout
l’inte re^t de cette formule.
De crivons maintenant la formule de PoissonPlancherel. Soient Z un
sous-groupe de ker j et / un caracte re unitaire de Z. On de signe par EG, Z
l’ensemble des e le ments de g dont l’image par l’application exponentielle de
G est contenue dans Z. Pour T dans EG, Z , on pose
/~ G(T )=/(exp T ) exp 12 : m**,
* parcourant l’ensemble des valeurs propres de adT telles que i*>0 et m*
de signant la multiplicite de *.
On de signe par g*G, / l’ensemble des formes line aires sur g fortement
re gulie res et /-admissibles (voir les nume ros 3.2 et 4.5). C’est une sous-
varie te analytique re elle re gulie rement plonge e de g*, re union de nombrable
de ses composantes connexes. Suivant M. Duflo [Du4], on conside re, au
nume ro 4.6, la fonction ge ne ralise e G-invariante canonique mG, / , de finie
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sur l’ouvert gr* des formes fortement re gulie res. Si dg est une mesure de
Lebesgue sur g*, la distribution dmG, /=mG, / dg est une mesure de Radon
sur gr*, supporte e par g*G, / . On conside re alors dmG, / comme une mesure
bore lienne sur g* supporte e par gr*.
Nous devons e galement introduire la fonction de PoissonPlancherel
qG, / sur g*G, / . Pour ce faire, on se rame ne au cas ou G est re ductif connexe.
En fait, dans [Kh-To], nous avons associe a tout e le ment f de g*, un
sous-groupe presque alge brique Bf de G, qui contient le stabilisateur G f de
f dans G et que l’on a appele le sous-groupe acceptable canonique associe
a f (voir le nume ro 3.18 ci dessous). Lorsque f est fortement re gulie re, on
sait que l’alge bre de Lie g f de G f est commutative et on de signe par jf son
tore maximal. On choisit un facteur re ductif Rf de Bf , qui fixe la restriction
u de f au radical unipotent ubf de l’alge bre de Lie de Bf et dont l’alge bre
de Lie rf contient jf . Soit ;u la forme biline aire alterne e sur ubf associe e
a u; alors, le groupe Rf ope re dans ubf par automorphismes laissant
invariante la forme ;u , si bien que l’on peut conside rer le reve^tement
me taplectique correspondant, dont on de signe par R f la composante
neutre. On note Zf l’image inverse de Z dans R f . On sait alors associer
a /, un caracte re /f de Zf (voir le nume ro 4.8). Si f est un e le ment de g*G, / ,
c’est en particulier une forme fortement re gulie re, et on peut lui appliquer
la construction pre ce dente. De plus f | r f est un e le ment de (rf*)R f, /f ; on pose
alors
qG, /( f )=qR f, /f ( f | r f).
La fonction qG, / est G-invariante et positive. Il est utile de la prolonger en
une fonction encore note e qG, / et de finie sur g* tout entier, en de cidant
qu’elle vaut 0 en dehors de g*G, / .
Dans le nume ro 3.18, on introduit un ouvert de Zariski principal G-
invariant de g* que l’on note V et qui a les proprie te s e nonce es dans le
the ore me 3.17.
Maintenant, on peut e noncer le re sultat principal de cet article:
The ore me. (i) La mesure dmG, / est une mesure de Radon tempe re e
sur g*, G-semi-invariante de me^me poids que la mesure de Lebesgue dg,
(ii) V & g*G, / est dmG, / cone gligeable,
(iii) la fonction qG, / est analytique sur V & g*G, / ,
(iv) la mesure qG, /dmG, / est une mesure de Radon tempe re e sur g*,
G-semi-invariante de me^me poids que la mesure de Lebesgue dg, et la
fonction ge ne ralise e qG, / mG, / est G-invariante et tempe re e,
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(v) la se rie de distributions
vG, /= :
T # G"E G, Z
/~ G(T ) MG, T
converge faiblement dans S$(g) et l ’on a
v 7G, /=qG, /mG, / .
Disons deux mots de la de monstration. L’expression de la transforme e de
Fourier des inte grales orbitales sur g donne e dans le the ore me 3.14 de
[Kh-To], permet de ramener la formule de PoissonPlancherel pour le
groupe G a la formule de PoissonPlancherel pour les groupes re ductifs R f ,
f # g*G, / (voir le deuxie me membre des formules 10 et 11 du nume ro 4.12,
ci-dessous). Dans le cas re ductif, la formule de PoissonPlancherel se
rame ne a une e galite entre deux distributions tempe re es sur l’ouvert des
e le ments re guliers d’une sous-alge bre de Cartan (voir [Du-Ve] pour le cas
semi-simple et [To] pour le cas re ductif). Cependant, dans la re duction
pre ce dente, il nous faut appliquer cette e galite de distributions a une classe
de fonctions plus large que l’espace de Schwartz, classe qui contient les
inte grales orbitales sur g*.
Les inte grales orbitales sur g* sont introduites et e tudie es dans le
paragraphe 3 de cet article. Lorsque G est re ductif, ce sont les classiques
inte grales orbitales de HarishChandra (dans ce cas les G-modules g et g*
sont isomorphes). Dans le cas ge ne ral, ce sont les fonctions F Wj, . de finies sur
j*, ou j est une sous-alge bre de CartanDuflo de g (rappelons que les sous-
alge bres de CartanDuflo de g sont les tores jf , f # gr*), W est une partie
ZG(j)-invariante de g*, re union de composantes connexes du sous-ensemble
V j de V constitue des points fixe s par j, et . est une fonction de Schwartz
sur g*. Il se trouve que j est une sous-alge bre de Cartan pour les alge bres
de Lie re ductives rf , f # V j et que le syste me des racines de j C dans rf, C
ne de pend pas de f # V j; on choisit un syste me de racines positives et on
note ? j , s le produit des coracines correspondant, vu comme un polyno^me
sur j*. On de signe par jr* l’ouvert de Zariski de j*, comple mentaire de
l’ensemble des ze ros de ? j , s . On de montre que, contrairement au cas
re ductif ou elles sont C et a de croissance rapide sur jr*, les fonctions F Wj, .
sont seulement C sur jr* et inte grables, ainsi que toutes leurs de rive es, par
rapport a la mesure |? j , s(*)| d* (voir le the ore me 3.21). Une fois e tabli ce
re sultat sur les fonctions F Wj, . , la de monstration de la formule de Poisson
Plancherel s’ache ve comme dans le cas traite dans [To].
Pour de montrer les proprie te s des inte grales orbitales sur F Wj, . , nous
avons e te amene s a pre ciser la composante radiale suivant gr* j de certains
ope rateurs diffe rentiels G-invariants a coefficients constants. Ce re sultat de
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nature alge brique, nous semble avoir un inte re^t par lui-me^me (voir le
lemme 3.7).
Ce travail a e te en partie accompli, alors que le second auteur e tait invite
par les Faculte s des Sciences de Monastir et de Tunis, sa mission e tant
partiellement prise en charge dans le cadre de l’accord C.M.C.U. n% 21507.
Il tient a remercier les membres de ces deux instituts qui, par la qualite de
l’accueil qu’ils lui ont re serve , ont rendu son se jour tre s agre able.
2. NOTATIONS ET GE NE RALITE S
2.1. Si V est un espace vectoriel sur R on note VC =VR C son
complexifie .
2.2. Si U est un R-espace vectoriel, on note U* son dual. Si V est un
sous-espace vectoriel, on note V = son orthogonal dans U*. Si, de plus,
u # U*, on note u |V la restriction de u a V. Si W est un sous-espace de V
et si x est un endomorphisme de U stabilisant V et W, on note xVW
l’endomorphisme de VW qui s’en de duit.
2.3. Si E est un ensemble, H est un groupe agissant sur E, et si x est
un e le ment de E, on note h .x le re sultat de l’action de l’e le ment h de H sur
x, H .x la H-orbite de x dans E, et Hx le stabilisateur de x dans H.
2.4. Soient g une alge bre de Lie, et V un espace vectoriel muni d’une
structure de g-module. Si v est un e le ment de V, on note X .v le re sultat de
l’action de l’e le ment X de g sur v, g .v la g-orbite de v dans V, et gv le
stabilisateur de v dans g. Si A est une partie de V et b est une partie de g, on
de signe par Ab le sous-ensemble de A constitue des e le ments v tels que X .v=0
pour tout X # b. Si, de plus, A est un sous-espace de V, on de signe par Ab le
sous-espace de V engendre par les e le ments X .v pour X # b et v # A.
2.5. Si V est un espace vectoriel re el ou complexe de dimension finie, on
note S(V) son alge bre syme trique complexe, qui s’identifie a l’alge bre des
polyno^mes a coefficients complexes sur V*. En particulier, si V est re el,
on a S(V)=S(VC ). Si V est re el et si p # S(V), on note p l’ope rateur
diffe rentiel a coefficients constants correspondant a p. Pre cise ment,
l’application p [ p est l’unique morphisme de C-alge bres de S(V) dans
l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels a coefficients constants sur V, tel que
v soit la de rivation le long de v pour tout v # V.
Si W est un sous-espace vectoriel de V et si p est un polyno^me sur V, i.e.
un e le ment de S(V*), on note pW la restriction de p a W.
2.6. Soit V un espace vectoriel re el de dimension finie, muni d’une
mesure de Lebesgue dX. Si . est une fonction Lebesgueinte grable sur V,
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on note .7 sa transforme e de Fourier qui est la fonction de finie sur V*
par:
.7( f )=|
V
.(X ) ei( f, X) dX.
On appelle mesure duale de dX l’unique mesure de Lebesgue df sur V* telle
que l’on ait, pour toute fonction . sur V de type Schwartz,
.(0)=|
V*
.7( f ) df.
On note S(V) l’espace des fonctions de Schwartz sur V, muni de sa
topologie habituelle et S$(V), l’espace dual des distributions tempe re es
muni de la topologie de la convergence faible.
2.7. On garde les notations du nume ro pre ce dent. On appelle densite de
Schwartz sur V, une densite ’ telle que, si dX est une mesure de Lebesgue
sur V, la fonction ’dX soit dans S(V). L’ensemble Sd (V) des densite s de
Schwartz sur V est un espace vectoriel, et on le munit de la topologie,
image de celle de S(V) par l’application . [ . dX, ou dX est, comme
pre ce demment, une mesure de Lebesgue sur V. Il est clair que ceci ne
de pend pas du choix de la mesure de Lebesgue dX. On appelle fonction
ge ne ralise e tempe re e sur V, une forme line aire continue sur l’espace Sd (V).
On note S$d (V) l’espace vectoriel des fonctions ge ne ralise es tempe re es sur
V, muni de la topologie de la convergence simple. Soit dX une mesure de
Lebesgue sur V. Si F est une fonction ge ne ralise e tempe re e sur V, on note
F dX la distribution tempe re e sur V telle que, pour . # S(V), on ait
(F dX, .)=(F, . dX) .
Alors l’application F [ F dX, induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques de S$d (V) sur S$(V).
Si ’ est une densite de Schwartz sur V*, on appelle transforme e de
Fourier de ’, la fonction ’7 sur V telle que
’7(X)=|
V*
ei( f, X) d’( f ), X # V.
Alors, l’application ’ [ ’7 est un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques de Sd (V*) sur S(V).
Si T est une distribution tempe re e sur V, on appelle transforme e de
Fourier de T la fonction ge ne ralise e T 7 sur V* de finie par
(T7, ’)=(T, ’7), ’ # Sd (V*).
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L’application T [ T7 est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologi-
ques de S$(V) sur S$d (V*).
2.8. Si L est un groupe de Lie d’alge bre de Lie l, on de signe par expL
ou plus simplement exp l’application exponentielle de l dans L. Si dx (resp.
dX) est une mesure de Haar a gauche sur L (resp. une mesure de Lebesgue
sur l), on dit que dx et dX se correspondent si d exp XdX est e gale a 1
en 0.
Enfin, on note L0 la composante connexe de l’e le ment neutre de L.
2.9. Soient L un groupe de Lie d’alge bre de Lie l et M un sous-groupe
ferme de L d’alge bre de Lie m. Il existe, a une constante positive pre s, une
unique forme line aire non nulle positive L-invariante a gauche sur l’espace
Cc(L ; M) des fonctions . continues sur L a support compact modulo M et
ve rifiant:
.(xy)=|det Ad lm y| .(x), x # L, y # M.
On appelle ‘‘mesure’’ quotient sur LM une telle forme line aire.
Si dx (resp. dy) est une mesure de Haar a gauche sur L (resp. sur M),
il existe une unique mesure quotient sur LM, note e dx* , telle que:
|
L
.(x) dx=|
LM \|M .(xy) |det Ad lm y|&1 dy+ dx* ,
pour toute fonction . dx-inte grable sur L.
Dans ces conditions, si la mesure de Haar dx (resp. dy) correspond a la
mesure de Lebesgue dX (resp. dY) sur l (resp. m), on dit que la mesure
quotient dx* correspond a la mesure dX4 sur lm, quotient de la mesure dX
par la mesure dY.
Pour plus de de tails voir [Be, ch. V].
On notera D(L ; M) le sous-espace de Cc(L ; M) constitue des e le ments
qui sont de classe C.
2.10. Si X est une varie te (analytique), on note D(X) l’espace des
fonctions C et a support compact sur X. On de signe par F (X) l’espace
des fonctions ge ne ralise es sur X, muni de la topologie de la convergence
simple.
2.11. Soient X et Y deux varie te s diffe rentiables, p une submersion de
X sur Y, #X et #Y des formes volumes impaires (i.e. des densite s de classe
C a valeurs strictement positives) sur X et Y respectivement. Si y # Y, il
existe une unique forme volume impaire sur la fibre p&1( y) note e #p&1( y)
telle que, si x # p&1( y) et si (X1 , ..., Xn) est une base de l’espace tangent
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Tx(X) choisie de fac on que ses m premiers vecteurs forment sur base de
Tx( p&1( y)), on ait:
#X (X1 7 } } } 7 Xn)
=#p&1( y)(X1 7 } } } 7 Xm) #Y (dpx(Xm+1) 7 } } } 7dpx(Xn)).
La forme volume #p&1( y) s’appelle le quotient de #X par #Y le long de la fibre
p&1( y).
Dans ces conditions, si  est une fonction d#X-mesurable et positive
(respectivement inte grable) sur X,
(i) pour presque tout y # Y, la restriction de  a p&1( y) est d#p&1( y) -
mesurable (resp. inte grable),
(ii) la fonction y [ p&1( y) (x) d#p&1( y)(x) est d#Y -mesurable (resp.
inte grable) sur Y,
(iii) X (x) d#X (x)=Y (p&1( y) (x) d#p&1( y)(x)) d#Y ( y).
3. INTE GRALES ORBITALES SUR g*
Composantes radiales d ’ope rateurs diffe rentiels invariants sur g*
3.1. Dans ce chapitre G de signe un groupe semi-alge brique re el, i.e. G
est un sous-groupe d’indice fini du groupe G R des points re els d’un groupe
alge brique G de fini sur R. On note g l’alge bre de Lie de G.
On choisit une mesure de Lebesgue dX sur g et on munit g* de la mesure
de Lebesgue duale, dg.
3.2. On garde les notations du nume ro 3.1. Rappelons qu’une forme
line aire sur g est dite fortement re gulie re si elle est re gulie re et si le facteur
re ductif jf de g f, qui est un tore alge brique, est de dimension maximale
lorsque f parcourt l’ensemble des formes line aires re gulie res. L’ensemble des
formes fortement re gulie res sur g est un ouvert de Zariski non vide de fini
sur R de g*. On le note gr*.
Les sous-alge bres jf , f # gr* sont ce que l’on appelle les sous-alge bres de
CartanDuflo (S.A.C.D.) de g. Leur ensemble est note car(g). Il y a un
nombre fini de classes de conjugaison sous G dans car(g). Leur ensemble
est note car(G).
Si j est une S.A.C.D. de g, on note g*r, j l’ensemble des e le ments f de gr*
tels que jf soit G-conjugue a j. Alors g*r, j est un ouvert analytique de g*,
re union de composantes connexes de gr*. De plus gr* est re union disjointe
des g*r, j , j # car(G).
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3.3. Soit j une S.A.C.D. de g. On note ZG(j) (resp. NG(j)) le
centralisateur (resp. normalisateur) de j dans G. Comme j est un tore, ZG(j)
et NG(j) ont me^me alge bre de Lie, savoir g j. Le groupe quotient
W j =NG(j)ZG(j) est donc fini. On note |W j | son cardinal.
On choisit une forme volume ’ sur gj . Ce choix de termine une unique
forme line aire positive G-invariante dx* sur Cc(G ; ZG(j)), ainsi qu’une
mesure de Lebesgue quotient dX|’| sur g j. On munit g* j de la mesure de
Lebesgue duale de dX|’|.
Si f est un e le ment de g*, on note ;f la forme biline aire alterne e
naturellement associe e a f : ;f (X, Y)=( f, [X, Y]) , X, Y # g. On sait que si
f appartient a gr* j, alors ;f | g j est non de ge ne re e. Ainsi la dimension de gj
est un entier pair, inde pendant en fait du choix de j. On le note 2dg .
On de finit une fonction polyno^me ?g , j sur g* j, simplement note e ? j
lorsqu’il n’y a pas ambiguite , en de cidant que pour f appartenant a g* j,
? j ( f ) est le pfaffien relativement a ’ de la forme biline aire alterne e ;f | g j .
Alors ? j est un e le ment non nul NG(j)-semi-invariant de S(g j).
On appellera varie te semi-alge brique, une re union de composantes
connexes de l’ensemble des points re els, XR , d’une varie te alge brique lisse,
X, de finie sur R et telle que XR soit Zariski dense dans X.
Lemme. (i) Toute G-orbite dans g*r, j rencontre g* j suivant une NG(j)-
orbite.
(ii) Un e le ment f de g* j est fortement re gulier dans g* si et seulement
s ’il est re gulier dans g* j et s’il n’annule pas ? j .
(iii) L’application (x, f ) [ x . f induit une submersion de G_gr*j sur
g*r, j , laquelle passe au quotient pour de finir un isomorphisme de varie te s semi-
alge briques de l ’ouvert G_NG( j ) gr*
j du fibre vectoriel G_N G ( j ) g*
j sur l ’ouvert
g*r, j de g*.
(iv) Soit . une fonction mesurable et positive (resp. inte grable) sur
g*r, j , alors la fonction
.(x)=|det Adx| &1 |
g r*
j
.(x . f ) ? j ( f )2 df, x # G,
est dx* -mesurable (resp. inte grable) et on a
|
g*r, j
.(g) dg=(2?)&2d g |W j | &1 |
GZG (j)
.(x) dx* .
De plus si . est continue et a support compact, alors la fonction .
appartient a Cc(G ; ZG(j)).
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(v) Si . est une fonction C a support compact sur g*r, j et si $ est
une fonction ge ne ralise e NG(j)-invariante sur gr*j, la fonction ., $ de finie sur
G par
., $(x)=|det Ad x|&1 |
g r*
j
.(x . f ) ? j ( f )2 $( f ) df
est un e le ment de D(G ; ZG(j)).
(vi) Si % est une fonction ge ne ralise e G-invariante sur g*r, j , elle admet
une restriction a gr*j qui est une fonction ge ne ralise e NG(j)-invariante. Cette
restriction, note e % | g r* j , est uniquement de termine e par le fait que, pour tout
. appartenant a D(g*r, j), on ait
|
g*r, j
.(g) %(g) dg=(2?)&2d g |W j |&1 |
GZG (j)
., % | gr* j (x) dx* .
L’application % [ % |g r* j induit un isomorphisme d ’espaces vectoriels
topologiques de F (g*r, j )G sur F (gr*j)N G ( j ). Sa restriction au sous-espace des
fonctions localement inte grables est simplement l ’application qui a une
fonction G-invariante sur g*r, j fait correspondre sa restriction, en tant que
fonction, a gr* j .
(vii) Soit p un e le ment de S(g*)G. Alors, pour toute fonction . C et
G-invariante sur g*r, j , on a
(p.) | gr* j=?
&1
j pgj (? j. | gr* j),
autrement dit, la composante radiale suivant gr* j de l ’ope rateur diffe rentiel
G-invariant p n’est autre que l ’ope rateur diffe rentiel NG (j)-invariant a coef-
ficients rationnels ?&1j pgj ?j .
Pour ce qui pre ce de, on pourra consulter [Kh-To] et [To].
3.4. Comme dans [Kh-To], uG de signe le radical unipotent de G et ug
son alge bre de Lie. Alors uG est le groupe des points re els du radical
unipotent uG de G et le groupe quotient GuG est un groupe semi-
alge brique re ductif note RG ou plus simplement R, s’il n’y a pas ambiguite .
Son alge bre de Lie, note e rg ou r, n’est autre que l’alge bre re ductive
alge brique gug.
La projection naturelle g  r induit une injection r*/g*. Cette injection
se prolonge en un morphisme injectif d’alge bres S(r*)/S(g*), qui plonge
S(r*)R dans S(g*)G.
Nous allons, dans les paragraphes qui suivent, pre ciser la composante
radiale suivant gr* j, j # car(g) des ope rateurs diffe rentiels G-invariants
p , p # S(r*)R.
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3.5. Lemme. Soit r une alge bre de Lie alge brique re ductive complexe et
soit k une sous-alge bre de Lie alge brique de r. Soient R un groupe alge brique
d ’alge bre de Lie r et K un sous-groupe alge brique d ’alge bre de Lie k de R.
Si p est un e le ment de S(r*)R, alors p k est un e le ment de S(r k*)
R K.
De monstration. E crivons k=m uk avec m un facteur re ductif de k et
soit j une sous-alge bre de Cartan (S.A.C.) de m. Alors a=j uk est une
sous-alge bre de Lie re soluble de r et, par suite, il existe une sous-alge bre de
Borel b de r contenant a. Soit h une sous-alge bre de Cartan de r contenue
dans b de telle sorte que b=h ub. D’apre s un re sultat de Kostant, si p est
un e le ment de S(r*)R, on a p(X+Y)= p(X), X # h et Y # ub. Comme b est
re soluble, uk est contenue dans ub, si bien que l’on a p(X+Y)= p(X ), X # j
et Y # uk. Soit alors M le sous-groupe alge brique connexe de K d’alge bre de
Lie m. Si m # M, X # j et Y # uk, comme Ad m&1.Y # uk, on a
p(Ad m .X+Y)= p(Ad m . (X+Ad m&1.Y))
= p(X+Ad m&1.Y)
= p(X)
= p(Ad m .X).
Comme l’ensemble des Ad m .X, m # M et X # j, est une partie Zariski
dense de m, on de duit de ce qui pre ce de que p(X+Y)= p(X), X # m et
Y # uk. On voit donc que p k est un e le ment de S(rk*)
RK. K
3.6. Soit K une forme biline aire syme trique invariante sur g comme
dans [Kh-To, 1.25]. Elle est telle que, si b est une sous-alge bre de Lie
alge brique de g, le noyau de la restriction de K a b soit le radical unipotent
ub de b. De plus, si j est un tore alge brique de g, sa partie anisotrope et sa
partie de ploye e sont orthogonales pour K.
Si j est un tore alge brique de g, on de signe par g j , 1 l’orthogonal de j dans
gj relativement a K. Alors on a gj=jgj , 1 et g* j=j* (gj , 1)*. Ainsi S(j*)
s’identifie a une sous-alge bre de S(g* j).
3.7. On garde les notations des nume ros 3.4 et 3.6, et on prend pour j
une S.A.C.D. de g.
Lemme. Soient V/g*r, j un ouvert G-invariant et % une fonction C et
G-invariante sur V. Soit p un e le ment de S(r*)R/S(g*)G. Alors on a
pgj (? j%)(g)=p j(? j%)(g), g # V
j.
De monstration. On proce de par re currence sur la dimension de g que
l’on peut tout de suite supposer strictement positive.
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Soit a un ide al abe lien G-invariant de g et contenu dans ug. Si g
appartient a V on pose a= g | a , h=ga, H=Ga et h= g | h . Alors a est
contenu dans uh et a$=ker a est un ide al H-invariant de h. On note A
(resp. A$) le sous-groupe de Lie connexe de H d’alge bre de Lie a (resp. a$).
On pose ga=ha$ et Ga=HA$. On de signe par h la forme line aire induite
par h sur ga .
Maintenant on suppose que g # V j. On note ja l’image de j par la
projection naturelle de h sur ga . Alors, ja est une S.A.C.D. de ga . On choisit
une forme volume ’a sur (ga) ja , qui permet de de finir, comme au
nume ro 3.3, l’e le ment ?ga, ja de S(g
ja
a ).
L’application (X, Y) [ (a, [X, Y]) , de finie sur g_a, induit une dualite
j-invariante entre gh et aa & g g. Comme [j, g g]=0, cette dernie re se
restreint en une dualite j-invariante entre gj hj et aj . Conside rons alors des
sous-espaces j-invariants q et m de g et h tels que g=qh et h=ma.
Le sous-espace mj de h s’identifie, via la projection naturelle de h sur ga ,
au sous-espace (ga) ja de ga .
Il est clair que l’on a la de composition en somme directe gj =qj 
mj aj . On choisit des bases respectives (Q1 , ..., Ql), (M1 , ..., M2d),
(A1 , ..., Al) de q j , mj , aj , ou 2d=dim(ga) ja et d+l=dg , telles que
’(Q1 , ..., Ql , M1 , ..., M2d , A1 , ..., Al)=1 et ’a(M1 , ..., M2d)=1.
On conside re alors les matrices
Ca=((a, [Qi , Aj]) )1i, jl
Ah=((h, [Mi , Mj]) )1i, j2d .
La matrice Ah ne de pend, en fait, que de h et on la note Ah . La matrice
de ;h |(ga) ja dans la base (M1 , ..., M2d) est justement Ah tandis que la matrice
de ;g|g j dans la base (Q1 , ..., Ql , M1 , ..., M2d , A1 , ..., Al) s’e crit
V V Ca
Ag=_ V Ah 0 & .&tCa 0 0
On voit donc que l’on a
? j (g)=?ga, ja(h) :(a), avec :(a)=det Ca # R.
Fixons notre e le ment a de a* j et de signons par Va le sous-ensemble de
V constitue des e le ments g dont la restriction a a est justement a. Tout ce
que nous venons de dire s’applique aux e le ments de V ja . De plus si g
appartient a Va , d’apre s Pukanszky [Pu] (voir aussi [Du2, lemme I.16])
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on a A .g= g+h=. Il en re sulte que %(g) ne de pend que de h= g | h .
Pour e^tre plus pre cis soit \ : g*  h* l’application de restriction. Alors
Wa=t>0 t\(Va) est un ouvert de a$==ga*, Ga -invariant, non vide et
contenu dans (ga*)r, ja , et il existe une fonction %a , C
 et Ga -invariante sur
Wa , telle que l’on ait %(g)=%a(h ), g # Va .
D’autre part si g # V
j
a , le re sultat de Pukanszky que nous venons de citer
entra@^ne que l’on a aj .g=h= & g* j. Ainsi, pour tout e le ment v de h= & g* j,
il existe X # aj tel que X .g=v. On a alors
v(? j%)(g)=
d
dt
? j (exp tX .g) %(exp tX .g) |t=0=0,
puisque d’une part % est G-invariante et d’autre part ? j est ZG(j)-semi-
invariant. On voit alors que l’on a
pgj (? j%)(g)=phj (? j%)(g), g # V
j
a . (1)
Cependant p e tant un e le ment de S(r*) sa restriction a h passe au
quotient en une fonction polyno^me pa sur ga et me^me en une fonction
polyno^me sur ga. Finalement, on obtient l’e galite
pgj (? j%)(g)=:(a) ( pa)g aja (?ga, ja %a)(h), g # V
j
a .
Il est clair que pa est dans S(ga*)Ga. Nous allons voir qu’en fait pa est un
e le ment de S(r*ga). Pour ce faire de signons par k le quotient de h par
ug & h.
C’est une sous-alge bre de Lie alge brique de l’alge bre de Lie alge brique et
re ductive r. Comme p est un e le ment de S(r*)R, pa est, en fait, la restriction
de p a k. Il suffit donc d’appliquer le lemme 3.5, en conside rant p comme
un e le ment de S(r*C )RC, ou RC est l’enveloppe alge brique complexe du
groupe semi-alge brique re el R.
Nous voyons donc que ga , ja , Wa , %a , pa satisfont aux hypothe ses du
lemme. Nous sommes alors amene s a distinguer deux cas.
1er cas. Il existe un ide al abe lien a de g comme celui que nous avons
conside re qui, de plus, soit tel que, pour g # V, on ait, ge ne riquement,
dim ga<dim g. La formule 1 et l’hypothe se de re currence montrent que
l’on a
pgj (? j%)(g)=:(a) ( pa) ja(? ga, ja %a)(h ), (2)
pour tout g dans un ouvert partout dense de V j. Le choix de la forme
biline aire syme trique sur ga , ayant les proprie te s e nonce es dans le
nume ro 3.6 et permettant, comme dans ce me^me nume ro, d’identifier ( pa) ja
a un e le ment de S(ga*j a), e tant libre, on peut faire le me^me choix que dans
la de monstration de la proposition 1.32 de [Kh-To]. Dans ces conditions
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gja, 1a est l’image, par la projection naturelle de h sur ga , de h & g
j , 1. Cette
remarque montre que la formule 2 s’e crit aussi
pgj (? j %)(g)=p j(? j%)(g), g # V
j,
cette e galite e tant valable pour tout g dans un ouvert partout dense de V j.
Par continuite , cette e galite reste vraie pour tout g dans V j. Le lemme est
donc de montre dans le premier cas.
2e me cas. Pour tout ide al abe lien a de g comme conside re plus haut,
l’ine galite dim ga<dim g n’est pas ge ne riquement vraie. On sait alors que
deux possibilite s sont a envisager:
(a) g est re ductive et dans ce cas le re sultat est e vident.
(b) ug est une alge bre de Heisenberg, e ventuellement de dimension 1,
dont le centre est g-central. On identifie alors r a un facteur re ductif de g
contenant j, de telle sorte que g=r ug et gj=j (ug) j. On ve rifie
imme diatement que, pour p # S(r*)R, on a pg j = p j . Le re sultat est alors
clair. K
3.8. On garde les notations du nume ro 3.7. On note Jj l’image dans
S(j*) de S(r*)R par l’application de restriction p [ p j . Alors Jj est une
sous-alge bre de l’alge bre syme trique de j*. Le lemme suivant, de montre
dans [To, ch. VI, lemme 20], dit que l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels
p , p # Jj , est suffisament grosse.
Lemme. L’alge bre S(j*), conside re e comme un module sur Jj , est de type
fini.
A propos d ’un certain sous-groupe de G
3.9. Soit G$ le sous-groupe alge brique de G produit de la composante
irre ductible du groupe de rive de G par uG. Son alge bre de Lie n’est autre
que g$=[g, g]+ug, qui ne de pend que de g. De plus tout caracte re
rationnel de G est trivial sur G$, lequel est de fini sur R et contient tous les
sous-groupes alge briques semi-simples connexes ou unipotents de G.
Soient j un e le ment de car(g) et J le sous-groupe alge brique connexe de
G d’alge bre de Lie j. Il est bien connu que les e le ments de car(g) sont
conjugue s deux a deux par un e le ment de la composante irre ductible du
groupe de rive de G (voir [Du1, appendice], par exemple). On voit donc
que le groupe JG$ est inde pendant du choix de j dans car(g) et que c’est
un sous-groupe alge brique de fini sur R de G. On le note G1 . Son alge bre
de Lie est g1=j+g$ qui ne de pend que de g. On pose G1=G1, R & G; c’est
un sous-groupe semi-alge brique de G d’alge bre de Lie g1 .
3.10. On garde les notations du nume ro pre ce dent. Si f est un e le ment
de g* on de signe par f1 sa restriction a g1 .
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Lemme. Soit f un ele ment de gr*. Alors on a g f/g f1/g1 .
De monstration. La premie re inclusion est e vidente. Soit rf1 (resp. r) un
facteur re ductif de g f1 (resp. g) tel que jf /rf1 /r. Soit K une forme
biline aire syme trique sur g comme dans le nume ro 3.6. Posons r$f1=rf1 & g1
et r$=r & g1 . Comme [rf1 , rf1] (resp. [r, r]) est une alge bre de Lie semi-
simple, elle est contenue dans r$f1 (resp. r$), si bien que cette dernie re est une
alge bre de Lie alge brique re ductive. Si on note zf1 (resp. z) l’orthogonal
relativement a K de r$f1 (resp. r$) dans rf1 (resp. r), zf1 (resp. z) est un ide al
central de rf1 (resp. r) et on a rf1=zf1 r$f1 (resp. r=zr$). D’autre part,
par construction me^me de g1 ,u(g f1) est contenu dans g1 , si bien que l’on
a g f1=zf1 
u(g f1) avec r$f1 
u(g f1)=g f1 & g1=g f11 . Nous devons donc
de montrer que zf1 est nul.
Soit X un e le ment de zf1 . Remarquons que g=zg1 et soit Y un e le ment
de g, que l’on e crit Y=Z+Y1 avec Z # z et Y1 # g1 . Comme z est central
dans r, on a [Z, X]=0 et, par suite, on obtient
(X . f, Y) =&( f, [X, Y1]) =&( f1 , [X, Y1])=(X . f1 , Y1) =0.
Ainsi on a de montre que zf1 est contenu dans g
f. Comme jf est contenu
dans g f & g1 , on voit que zf1  jf est un tore alge brique de g
f. Comme jf est
l’unique tore maximal de g f, on a zf1=0. K
3.11. Soit g2 une sous-alge bre de Lie alge brique de g, de finie sur R et
contenant g1 . Il est clair que c’est un ide al de g. Si f est un e le ment de g*,
on note f2 sa restriction a g2 . On de signe aussi par G2 le sous-groupe
alge brique connexe de G d’alge bre de Lie g2 et par G2 l’intersection
de G avec G2, R . Le re sultat suivant est une conse quence imme diate du
lemme 3.10:
Lemme. Soit f un e le ment de gr*. Alors on a g f/g f2/g2 .
3.12. On garde les notations du nume ro 3.11. Comme g2 est un ide al de
g, d’apre s Pukanszky [Pu], on a le
Lemme. Soit f un e le ment de g*. Alors on a G f22 .f =f+g
=
2 .
3.13. On garde toujours les notations du nume ro 3.11
Lemme. Si f est un e le ment de gr* , on a
dim gg f=dim g2 g f22 +2dim gg2 .
En particulier f2 est une forme re gulie re pour g2 .
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De monstration. Puisque g f est contenue dans g f22 (lemme 3.11), on a
dim gg f=dim g2 g f22 +dim gg2+dim g
f2
2 g
f.
Cependant il re sulte du lemme 3.12 que dim gg2=dim g f22 g
f. K
3.14. Rappelons qu’e tant donne f appartenant a g*, M. Duflo a
construit une sous-alge bre acceptable canonique relativement a f, que l’on
note bf (voir [Du2] et aussi [Kh-To, ch. 1]).
On reprend encore les notations du nume ro 3.11.
Lemme. Si f est un e le ment de gr* , on a bf=bf2 et jf=jf2 . En particulier
f2 appartient a g*2, r .
De monstration. Soit u le radical unipotent de g. Il est contenu dans g2
et en est me^me le radical unipotent. Posons, pour f dans gr* , u= f | u , h=gu
et h2=gu2 . Il est alors clair que h$=[h, h]+
uh est contenu dans g$ et donc
dans h2 .
Soit a=uu & ker u. C’est un ide al unipotent de h. Soient h =ha, et
h 2=h2 a. On note h (resp. h2) la restriction de f a h (resp. h2) et h (resp.
h 2) la forme line aire induite par h (resp. h2) sur h (resp. h 2).
Il est imme diat que (h )$=h$a. D’autre part il est bien connu que h
appartient a h r* et que jh est l’image de jf dans h . Nous voyons donc que
h 2 contient la sous-alge bre h 1=jh +h $ de h . Enfin c’est une conse quence de
la proposition 1.30 de [Kh-To], que bh (resp. bh 2) est l’image inverse dans
h (resp. h2) de bh (resp. bh 2).
Nous pouvons maintenant de montrer, par re currence sur dim g, que l’on
a bf=bf2 . Il nous faut examiner deux cas.
Tout d’abord si h=g, par construction de la sous-alge bre acceptable
canonique on a b=g. Comme jf est un tore maximal de bf (voir [Kh-To,
corollaire 1.23]) il en re sulte que g=g2 . Notre assertion est claire dans ce
cas.
Si par contre h% g, l’hypothe se de re currence s’applique a h , h et h 2 . On
a donc bh =bh 2 et par suite, bh=bh2 . Mais, par construction des sous-
alge bres acceptables canoniques, on a bf=bh+u et bf2=bh2+u, d’ou
l’assertion dans ce deuxie me cas.
Maintenant d’apre s le lemme 3.13, f2 est une forme re gulie re sur g2 . Ainsi
g f22 est commutative et si jf2 de signe le tore maximal de g
f2
2 , il est clair,
d’apre s le lemme 3.11, que jf est contenu dans jf2 . Comme bf=bf2 et comme
jf est un tore maximal de bf ([Kh-To, corollaire 1.23]), on voit que
jf=jf2 . K
Corollaire. On a car(g)=car(g2).
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3.15. On reprend les notations des nume ros 3.9 et 3.10. Rappelons
qu’un e le ment q de S(g) est dit G-semi-invariant, s’il existe un caracte re
rationnel / de G tel que l’on ait x .q=/(x) q, pour tout x # G.
Lemme. Soit q un e le ment G-semi-invariant de S(g). Alors q est G1 -
invariant et, en fait, q est un e le ment de S(g1) G1.
De monstration. Soit / le caracte re rationnel de G tel que x .q=
/(x) q, x # G. On peut supposer q non nul. Soit donc f un e le ment de gr*
tel que q( f ) soit non nul. Soient j=jf et J le sous-groupe alge brique
connexe de G d’alge bre de Lie j. Alors, pour x appartenant a J, on a
q( f )=q(x&1. f )=x .q( f )=/(x) q( f ), d’ou re sulte que / est trivial sur J.
Comme / est de toute fac on trivial sur G$, on en de duit qu’il est trivial sur
G1 , c’est-a -dire que q est G1-invariant. Comme, pour f appartenant a g*,
on a G f11 . f = f +g
=
1 , on voit que q est constant sur les sous-espaces affines
f +g=1 , f # g*, c’est-a -dire que q est un e le ment de S(g1)
G1. K
3.16. On garde les notations des nume ros 3.9 et 3.10. Soit K une forme
biline aire syme trique invariante sur g comme dans le nume ro 3.6. On
conside re un e le ment j de car(g) et la de composition, orthogonale
relativement a K, g j=jg j , 1.
Si f est un e le ment ge ne rique de g* j et si rf est un facteur re ductif
contenant j de la sous-alge bre acceptable canonique bf , le syste me des
racines 2 j , s de jC dans rf, C de me^me que le syste me correspondant de
coracines [H: , : # 2 j , s] dans j C & [rf, C , rf, C], ne de pend pas des choix
faits (voir [Kh-To, 2.28]). On choisit alors un syste me de racines positives
2+j, s dans 2 j , s et on de finit un e le ment ? j , s (ou ? g , j, s s’il est ne cessaire de
pre ciser l’alge bre de Lie a laquelle on se re fe re) de S(j) en posant ? j , s=
>: # 2+j , s H: . Dans ces conditions, il existe un unique e le ment ? j , 1 dans
S(gj , 1) tel que ? j =? j , s? j , 1 (voir [Kh-To, the ore me 2.28]).
Rappelons-nous que le polyno^me ?g , j =? j de pend du choix d’une forme
volume ’ j sur gj .
Lemme. Soit j un e le ment de car(g). Alors on a gj =g1, j si bien que l ’on
peut supposer que ?g , j =?g1, j . D’autre part on peut supposer aussi que ?g , j , s
=?g1, j , s , auquel cas on a ? g , j , 1=?g1, j , 1 .
De monstration. Soient r un facteur re ductif contenant j de g, z le centre
de r, et z1 l’orthogonal, relativement a K, de j & z dans z. Alors z1 est un
ide al central de r et on a g=z1 g1 , g j=z1 gj1 et g j =g1, j . La premie re
assertion du lemme est donc claire.
D’autre part il est possible de trouver un e le ment f de gr* j tel que f et f1
soient tous deux ge ne riques pour les proprie te s rappele es a l’instant et
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permettant de de finir ?g , j , s et ? g1, j , s . Cependant on a vu (lemme 3.14)
que, pour un tel f, on a bf=bf1 . La deuxie me assertion du lemme en
re sulte. K
3.17. Si V est une varie te alge brique et p une fonction re gulie re sur V,
on notera Vp l’ouvert principal de Zariski constitue des e le ments de V en
lesquels p ne s’annule pas.
Comme dans le nume ro 1.30 de [Kh-To], si g # g*, on de signe par Bg le
sous-groupe acceptable canonique relativement a g.
On garde les notations du nume ro 3.16. Il re sulte facilement du
corollaire 3.14 que (g1)1=g1 . On voit alors que, d’apre s le lemme 3.15,
tout e le ment G1-semi-invariant de S(g1) est force ment G1-invariant.
Compte tenu de cette remarque, on peut pre ciser de la manie re suivante le
the ore me 2.30 de [Kh-To]:
The ore me. Il existe un e le ment G-semi-invariant et homoge ne q de S(g)
tel que l’ouvert gq* de g* satisfasse aux conditions suivantes:
(i) gq* est non vide et contenu dans gr*,
(ii) les facteurs re ductifs des Bg , g parcourant une composante
connexe de gq* sont deux a deux Go-conjugue s,
(iii) si j # car(g), ZG(j)"(gq*) j est une varie te analytique quotient et, de
plus, les facteurs re ductifs, dont l ’alge bre de Lie contient j, des Bg , g
parcourant une composante connexe de gq* j, sont deux a deux ZG(j)-
conjugue s,
(iv) si j # car(g) et si W est l’image de (gq*) j par la projection de g* j
sur (gj , 1)* paralle lement a j*, alors W est un ouvert NG(j)-invariant de
(g j , 1)* et NG(j)"W est une varie te analytique quotient,
(v) si j # car(g) et si g est un e le ment de l ’ouvert W comme ci-dessus,
alors pour tout e le ment + de j*, la forme line aire ++ g appartient a gq* si et
seulement si ? j , s(+) est non nul,
(vi) lorsque G=G1 , on peut supposer que le polyno^me q est G-invariant.
Inte grales orbitales sur g*
3.18. On garde les notations du nume ro 3.17. Soit V un ouvert de
Zariski non vide et G-invariant de gr* tel que, si j est un e le ment de car(g),
les facteurs re ductifs, dont l’alge bre de Lie contient j, des Bg , g parcourant
une composante connexe de V j, soient deux a deux ZG(j)-conjugue s (si q
est un e le ment semi-invariant de S(g) comme dans le the ore me 3.17, on
peut prendre V=gq*). Si j appartient a car(g), on de signera par [V j]
l’ensemble des parties ZG(j)-invariantes de g* qui sont re union de
composantes connexes de V j et, si W est un e le ment de [V j], on notera
W1 son image par la projection de g* j sur (g j , 1)* paralle lement a j*. Enfin,
on posera Vj =G .V j.
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3.19. On fixe un e le ment j de car(g) et on garde les notations du
nume ro pre ce dent. On reprend aussi les notations des nume ros 3.1 et 3.3.
On choisit les mesures de Lebesgue, d* sur j* et dg sur (gj , 1)*, telles que
leur produit soit la mesure de Lebesgue de ja conside re e sur g* j. Le re sultat
suivant est alors conse quence facile des formules d’inte gration du
lemme 3.3.
Lemme. Soit W un e le ment de [V j] et soit . une fonction mesurable et
positive (resp. inte grable) sur g*. Alors
(i) pour presque tout e le ment * de j*, la fonction W., * de finie sur G
par
W., *(x)=|det Ad x|
&1 |
W1
.(x . (*+ g)) ? j , 1(g)2 dg
est dGZ G ( j) x* -mesurable et positive (resp. inte grable),
(ii) la fonction F Wj, . de finie sur j* par
F Wj, .(*)=? j , s(*) |
GZ G(j)
|det Ad x|&1 {|W1 .(x . (*+ g)) ? j , 1(g)2 dg= dx* ,
est |? j , s(*)| d*-measurable (resp. inte grable), et on a
|
j*
|F Wj, .(*) & ? j , s(*)| d*(2?)2d g |W j | |
g*r, j
|.( f )| df.
La fin de ce chapitre est consacre e a l’e tude des fonctions F Wj, . , que l’on
note aussi F WG, j, . lorsqu’il est ne cessaire de pre ciser le groupe G auquel on
se re fe re, et que l’on appelle, abusivement, G-inte grales orbitales sur g*.
En fait elles ge ne ralisent les inte grales orbitales introduites par Harish-
Chandra lorsque g est une alge bre de Lie re ductive: dans ce cas, les
repre sentations adjointe et coadjointe e tant e quivalentes, elles se rame nent
aux inte grales orbitales sur g.
3.20. On conserve les notations des nume ro 3.18 et 3.19. Nous allons
ramener l’e tude des G-inte grales orbitales sur g* a celle des G1-inte grales
orbitales sur g1* , ou G1 est le sous-groupe de G introduit au nume ro 3.9.
Soit z1 le tore alge brique quotient de g par g1 . Alors z1* s’identifie
naturellement a un sous-espace de g* dont on ve rifie imme diatement qu’il
est invariant point par point sous l’action de G1 . On choisit une mesure de
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Lebesgue dg1 X sur g1 et l’on munit z1 de la mesure quotient d z1 X=
dg Xdg1 X et z1* de la mesure duale d z*1 +. Si . est une fonction sur g*, on
note .1 la fonction de finie sur g1*=g*z1* par
.1(g+z1*)=|
z1*
.(g++) dz1*+, g # g*.
On identifie z1 a un tore alge brique de g j tel que g=z1 g1 et
gj=z1 gj1 (voir la de monstration du lemme 3.16). Dans ces conditions on
a gj , 1=z1 gj, 11 . On a aussi les de compositions duales g*=z1* g1* ,
g* j=z1* g1* j et (g j , 1)*=z1*  (gj, 11 )*. On munit l’espace g1* j (resp.
(gj, 11 )*) de la mesure quotient de la mesure de Lebesgue de ja conside re e sur
g* j (resp. (gj , 1)*) par d z1*+.
Il re sulte de ce que gj=z1 gj1 , que ZG(j)G1 est un sous-groupe ouvert,
donc d’indice fini de G.
Si . est une fonction sur g* et si x est un e le ment de G on notera .x la
fonction sur g* de finie par .x( f )=.(x .f ), f # g*.
Soit q l’e le ment de S(g1) G1 du the ore me 3.17. Si W est un e le ment de
[V j] on notera W1 le plus petit e le ment de [g1, q*j ] contenant W$1 & g1, q*j ,
ou W$1 de signe l’image de W par la projection sur g1*j paralle lement a z1* .
Lemme. Soit W un e le ment de [V j] et soit . une fonction inte grable sur
g*. Alors, pour * # j*, on a
F WG, j, .(*)= :
# # GZG(j)G1
|det Ad #~ |&1 F W1G1, j, (. #~ ) 1 (*)
ou , pour # # GZG(j)G1 , #~ de signe l ’un de ses repre sentants dans G.
De monstration. Soit f # W/g* j. Comme gj1 est un ide al de g
j, le
re sultat de Pukanszky cite au nume ro 3.12 montre que ZG1(j)
f1 .f = f +g=1 .
On voit donc que l’application (*, g) [ *+ g induit un diffe omorphisme
de z1*_W$1 sur W. Il en re sulte que la me^me application induit un
diffe omorphisme de z1*_(W$1)1 sur W1, ou (W$1)1 de signe l’image de W$1
par la projection de g1*j sur (gj, 11 )* paralle lement a j*. Si (W1)
1 de signe
l’image de W1 par cette me^me projection, (W1)
1 & (W$1)1 est un ouvert
partout dense de (W$1)
1 et de (W1)
1. Avec ces notations et compte tenu de
ce que ? g , j , 1=? g1, j , 1 (lemme 3.16), on peut e crire, si * # jr* ,
F WG, j, .(*)=? j , s(*) :
# # GZG (j)G1
|
G1ZG1(j)
|det Ad #~ x|&1
_{|z1*_(W1) 1 .(#~ x . (++*+ g)) ?j , 1(g)
2 d+ dg= dx* ,
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d’ou re sulte, puisque G1 centralise z1* ,
F WG, j, .(*)=? j , s(*) :
# # GZG (j) G1
|
G1 ZG1(j)
|det Ad #~ x|&1
_{|z1*_(W1) 1 .(#~ (++x . (*+ g)) ?j , 1(g)
2 d+ dg= dx*
= :
# # GZG (j) G 1
|det Ad #~ | &1 F W1G 1, j, (.#~ )1 (*).
D’ou le lemme. K
3.21. Soient V un espace vectoriel re el de dimension finie, ? une
fonction polyno^me non nulle sur V qui soit le produit d’un nombre fini de
formes line aires complexes sur V et 1 un co^ne ouvert dans V. On se donne
aussi un espace mesure _-fini (Y, +), ainsi qu’une mesure de Lebesgue dv
sur V. Dans ces conditions on note L1(1_Y, |?| dv d+) l’espace des
fonctions . de finies sur 1_Y et satisfaisant aux conditions suivantes:
(i) . est |?| dv d+ mesurable,
(ii) pour +-presque tout y dans Y, la fonction .y=.( . , y) est de
classe C sur 1,
(iii) pour tout e le ment p de S(V), p. appartient a L1(1_Y,
|?| dv d+).
Si p est un e le ment de S(V) et si . appartient d L1(1_Y, |?| dv d+), on
pose &?p(.)=&p.&1, ? ou & &1, ? de signe la norme usuelle pour l’espace de
Banach L1(1_Y, |?| dv d+). Alors (&?p)p # S(V) est une famille de semi-normes
qui confe re a L1(1_Y, |?| dv d+) une structure naturelle d’espace de
Fre chet.
Lorsque Y est re duit a un point et la mesure + est de masse totale
1, l’espace L1(1_Y, |?| dv d+), que sous noterons plus simplement
L1(1, |?| dv), n’est rien d’autre que l’espace des fonctions . de classe C

sur 1, qui sont inte grables ainsi que toutes leurs de rive es pour la mesure
|?| dv, muni de la topologie de finie par les semi-normes (&?p)p # S(V) . Les
proprie te s de ces espaces fonctionnels ont e te e tudie es dans [To, ch. VII].
3.22. On reprend les notations des nume ros 3.18, 3.19 et 3.20.
Rappelons (voir le nume ro 3.4) que R de signe le groupe quotient GuG, r
son alge bre de Lie, et que l’injection naturelle de r* dans g* se prolonge
en une injection de S(r*) dans S(g*) envoyant S(r*)R dans S(g*)G.
On choisit une norme & & sur l’espace vectoriel g*. Nous allons
de montrer le re sultat suivant:
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The ore me. Soit W un e le ment de [V j]. Alors il existe des re els positifs
C et r tels que, pour tout e le ment * de jr*, on ait
|? j , s(*)| |
GZG(j)
|det Ad x| &1 {|W1 (1+&x . (*+ g)&)&r ? j , 1(g)2 dg= dx* C,
les inte grales e tant uniforme ment convergentes par rapport a * parcourant jr*.
En particulier les inte grales orbitales F Wj, .(*) sont absolument convergentes
pour tout . dans S(g*) et tout * dans jr*.
De plus, si . appartient a S(g*), la fonction F Wj, . est dans L
1
(jr*,
|? j , s | d*) et, pour tout e le ment p de S(r*)R, on a
p j(F
W
j, .)=F
W
j, p. .
Enfin l ’application . [ F Wj, . est continue de S(g*) dans L
1
(jr*, |? j , s | d*).
3.23. De monstration. Reprenons les notations du nume ro 3.20. Alors le
the ore me 3.22 est vrai pour le groupe G de s qu’il est vrai pour le groupe
G1 . En fait cela re sulte facilement du lemme 3.20 et des deux remarques qui
suivent:
Premie rement, si l’on munit g1*=g*z1* d’une norme encore note e & &. on
ve rifie que, pour r assez grand, il existe un nombre positif M tel que, pour
g # g*, on ait
|
z1*
(1+&++ g&)&2r d+M(1+&g+z1*&)&r.
Deuxie mement, si p est un e le ment de S(r*)R, alors p1= p g1 est un e le -
ment de S(r1*)R1, ou R1 de signe le groupe quotient G1 uG1 , et r1 son
alge bre de Lie. De plus, si . est un e le ment de S(g*), .1 appartient a
S(g1*), et l’on a
(p.)1=p1(.1).
3.24. On garde les notations du nume ro 3.23. Nous allons, dans ce
nume ro et le suivant, e noncer des re sultats concernant aussi bien le groupe
G que le groupe G1 . Seuls ceux de ces re sultats concernant G1 sont utiles
pour la de monstration en cours.
Soit q un e le ment homoge ne de S(g) G comme dans le corollaire 3.17 et
soit W l’ouvert de Zariski de (gj , 1)*, image de (gq*) j par la projection de
g* j sur (gj , 1)* paralle lement a j*. On sait alors que NG(j)"W est une
varie te analytique quotient, de me^me que ZG(j)"W. En fait le groupe de
Weyl W j =NG(j)ZG(j) (que l’on note W1, j lorsque G=G1) agit naturelle-
ment dans ZG(j)"W, et NG(j)"W est la varie te des orbites de cette action.
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Soit # une forme volume impaire sur NG(j)"W et soit #~ l’image
re ciproque de # par la projection naturelle (qui est un diffe omorphisme
local) de ZG(j)"W sur NG(j)"W. Il est clair que #~ est une forme volume
impaire W j -invariante.
Rappelons qu’une mesure de Lebesgue dg a e te choisie sur (gj , 1)* (voir
les nume ros 3.3 et 3.19). Si 0 est une ZG(j)-orbite dans W, on note #0 la
densite quotient, le long de 0, de dg par #~ .
Enfin le groupe W j agit naturellement dans j et j* et le polyno^me ? j , s est
un semi-invariant de W j . On note = j le caracte re correspondant de W j . Le
re sultat suivant est alors e vident.
Lemme. Soit . une fonction mesurable et positive (resp. inte grable) sur
g*. Alors
(i) pour d* d#~ -presque tout e le ment (*, 0) de jr*_(ZG(j)"W) la
fonction ., *, 0 de finie sur G par
., *, 0(x)=|det A dx| &1 |
.
(x . (*+ g)) ? j , 1(g)2 d#0(g)
est dGZG( j ) x* -mesurable et positive (resp. inte grable),
(ii) la fonction F j , . de finie sur jr*_(ZG(j)"W) par
F j , .(*, 0)=? j , s(*) |
GZG(j)
., *, 0(x) dx* (3)
est |? j , s | d* d#~ -mesurable (resp. inte grable) et W j -semi-invariante de poids
= j , pour l ’action diagonale de W j dans jr*_(ZG(j)"W),
(iii) si W est un e le ment de [(gq*) j], on a, pour presque tout * # jr* ,
F Wj, .(*)=|
Z G 1 (j)"W
1
F j , .(*, 0) d#~ (0).
3.25. On garde les notations du nume ro pre ce dent. Au paragraphe 4, nous
aurons besoin du lemme suivant dont la de monstration est imme diate:
Lemme. (i) L’application . [ ? j , sF j , . induit une surjection de D(gq*)
sur le sous-espace de D(jr*_ZG(j)"W) constitue des e le ments qui sont
invariants sous l ’action diagonale de W j dans jr*_(ZG(j)"W)
(ii) Soit W un e le ment de [(gq*) j]. Alors, l’application . [ ? j , s F Wj, .
induit une surjection de D(gq*) sur le sous-espace des e le ments W j-invariants
de D(jr*).
3.26. On garde les notations des nume ros 3.23 et 3.24. Dans ce nume ro
et le suivant, nous allons de montrer le the ore me 3.22 pour le groupe G1 .
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Proposition. Si . est un e le ment de D(g1*), l ’inte grale 3 est absolument
convergente pour tout (*, 0) # jr*_(ZG1(j)"W), et la fonction F j , . , ainsi
de finie est de classe C. De plus, si p est un e le ment de S(r1*)R1, on a
F j , p.=p j(F j , .). (4)
Enfin l ’application . [ F j , . induit un homomorphisme d ’espaces vectoriels
topologiques de l ’espace D(g1*), muni de la topologie induite par celle de
S(g1*), dans l ’espace L1(jr*_(ZG1(j)"W), |? j , s | d* d#~ ).
De monstration. On commence par remarquer, qu’e tant donne un
e le ment f0 de (g*1, q) j, il existe une fonction ’f0 , de classe C
 sur g1* ,
G1-invariante, constante et e gale a 1 sur un voisinage de f0 dans g1* et dont
le support est contenu dans g*1, q . Pour construire une telle fonction, on
conside re un e le ment $ de D(R) tel que
(i) le support de $ est contenu dans l’intervalle [&12 |q( f0)|,
1
2 |q( f0)|]
(ii) $ est constant et e gal a 1 sur l’intervalle [&14 |q( f0)|,
1
4 |q( f0)|],
et on pose ’f 0( f )=$(q( f )&q( f0)), f # g1* .
Maintenant soit . appartenant a D(g1*) et soit (*0 , 00) un e le ment de
jr*_(ZG1(j)"W). On choisit un point g0 de 00 et on pose f0=*0+ g0 . Il est
alors clair que, pour (*, 0) suffisamment voisin de (*0 , 00) dans
jr*_(ZG1(j)"W), on a
.(x . (*+ g))=(’f0 .)(x . (*+ g)), x # G1 , g # 0,
p.(x . (*+ g))=p(’f0 .)(x . (*+ g)), x # G1 , g # 0 et p # S(g1*).
Ainsi, pour de montrer la premie re partie de la proposition, on peut
supposer que le support de . est contenu dans g*1, q . Mais dans ce cas il est
facile de voir que l’inte grale 3 converge absolument pour tout (*, 0) dans
jr*_(ZG1(j)"W) et que la fonction F j , . est C
 et a support compact.
Soit donc p un e le ment de S(r1*)R1. Comme la fonction F j , . est
W1, j-semi-invariante de poids = j , il nous suffit, pour e tablir la formule 4,
de de montrer qu’e tant donne e une fonction 3 de classe C sur
jr*_(ZG1(j)"W) et invariante sous l’action diagonale de W1, j , on a
|
j r*_(Z G1(j)"W)
3(*, 0) F j , p.(*, 0) ? j , s(*) d* d#~ (0)
=|
j r*_(Z G 1 (j)"W)
3(*, 0) p j(F j , .)(*, 0) ? j , s(*) d* d#~ (0). (5)
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Gra^ce au lemme 3.3 (iii), on voit qu’il existe une unique fonction 3 , de
classe C et G1-invariante, de finie sur (g*1, q) j et telle que
3 (*+ g)=3(*, 0), * # jr*, 0 # ZG1(j)"W et g # 0.
Cependant, compte tenu du lemme 3.3 (iv), le membre de gauche de la
formule 5 s’e crit
(2?)2d g 1 |W1, j | |
(g*1, q) j
3 ( f ) p.( f ) df. (6)
De signons par p [ p* l’automorphisme de l’alge bre syme trique S(g1*)
qui prolonge l’homothe tie de rapport &1 dans g1* . Comme . est a support
compact dans g*1, q et que (g*1, q) j est une re union de certaines des
composantes connexes de cet ouvert, l’expression 6 devient
(2?)2d g 1 |W1, j ||
(g*1, q ) j
p*(3 )( f ) .( f ) df
expression que, gra^ce a l’assertion (vii) du lemme 3.3, on peut transformer
ainsi:
(2?)2d g 1 |W1, j | |
G1Z G 1 (j)
|det Ad x| &1
_{|(g*1, q) j p*g j1 (?j 3 | g1* j )( f ) .(x . f ) ? j( f ) df= dx* . (7)
Mais p*, tout comme p, est un e le ment de S(r1*)R1 si bien que, d’apre s
le lemme 3.7, on a
p *
g j
1
(?j3 | g 1* j )=p j* (? j3 | g 1* j).
D’autre part les ope rateurs p j* et ? j , 1 commutent. On obtient donc
p*
g j
1
(? j3 | g1* j)=? j , 1 p j*(? j , s3 | g1* j).
Reportant cette dernie re expression dans 7, et compte tenu de la
de finition de F j , . , on voit que le membre de gauche de 5 s’e crit
|
jr*_(ZG 1 (j)"W)
p j*(?j , s3)(*, 0) F j , .(*, 0) d* d#~ (0),
expression, qui compte tenu de ce que F j , . est une fonction C a support
compact, est e gale au second membre de 5. Ceci ache ve la de monstration
de la premie re partie de la proposition.
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Conside rons l’alge bre Jj des restrictions a j des e le ments de S(r1*)R1,
introduite au nume ro 3.8. On de finit alors L1Jj(jr*_(ZG1(j)"W),
|? j , s | d* d#~ ) comme e tant l’espace des fonctions  de finies sur jr*_
(ZG1(j)"W), et satisfaisant aux conditions suivantes:
(i)  est |? j , s | d* d#~ -mesurable,
(ii) pour d#~ -presque tout 0 dans ZG1(j)"W, la fonction 0=( . , 0)
est de classe C sur jr*,
(iii) pour tout p # Jj , p appartient a L1(jr*_(ZG1(j)"W),
|? j , s | d* d#~ ).
On munit cet espace de la structure d’espace vectoriel topologique
localement convexe de finie par les semi-normes (&?j, sp )p # J j (voir
nume ro 3.21).
Il est alors clair, compte tenu de la premie re partie de la proposition, que
l’application . [ F j , . induit un homomorphisme continu de D(g1*) muni
de la topologie de S(g1*) dans L1Jj(jr*_(ZG1(j)"W), |? j , s | d* d#~ ).
Cependant d’apre s le lemme 3.8 et le corollaire du the ore me 2 de
[To], les espaces L1Jj(jr*_(ZG1(j)"W), |? j , s | d* d#~ ) et L
1
(jr*_(ZG1(j)"W),
|? j , s | d* d#~ ) sont e gaux, et la topologie du dernier d’entre eux est en fait,
de finie par les semi-normes (&?j, sp )p # J j . Ceci ache ve la de monstration de la
proposition. K
3.27. Le the ore me 3.22 pour le groupe G1 se de duit de la proposition
3.26 de la me^me fac on que dans [To] l’on a de duit le the ore me 5 de la
proposition 4 (voir [To, ch. VIII]). Ceci ache ve, d’apre s le nume ro 3.23, la
de monstration du the ore me 3.22 dans toute sa ge ne ralite . K
4. LA FORMULE DE POISSONPLANCHEREL
4.1. Soit G un groupe presque alge brique, c’est a dire un triplet
(G, j, G) ou G est un groupe alge brique de fini sur R, G est un groupe de
Lie se parable et j est un morphisme de groupes de Lie de G dans GR dont
l’image est un sous-groupe d’indice fini de GR et dont le noyau est un sous-
groupe discret central de G. En particulier un groupe semi-alge brique G est
naturellement muni d’une structure de groupe presque alge brique: on
prend pour j l’injection naturelle de G dans le groupe des points re els du
groupe alge brique de fini sur R ambiant. Revenant au cas ge ne ral, on
notera g l’alge bre de Lie de G et on reprendra pour g et j(G) les notations
du paragraphe 3. Les objets attribue s a j(G), et qui ne de pendent que de
l’action adjointe ou coadjointe du groupe, seront sans autre commentaire
attribue s a G. Ainsi, on appelera G-inte grales orbitales sur g* les
j(G)-inte grales orbitales et, avec les notations du nume ro 3.19, on posera
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FWG, j, .=F
W
j(G), j, .=F
W
j, . . De me^me, l’ensemble des classes de j(G)-conjugaison
des S.A.C.D. de g, qui est e galement celui des classes de G-conjugaisons,
sera note car(G), etc.
Le radical unipotent uG R de G R est contenu dans j(G) et se rele ve en un
unique sous-groupe de G, que l’on note uG et que l’on appelle le radical
unipotent de G. On appelle facteur re ductif de G, l’image re ciproque par j
d’un facteur re ductif de j(G). Tous les facteurs re ductifs de G sont
conjugue s entre eux sous l’action de uG.
4.2. Rappelons que si G est un groupe semi-alge brique, pour tout
e le ment elliptique T de g, on a de fini dans [Kh-To] l’inte grale orbitale
MG, T qui est une distribution tempe re e sur g supporte e par l’orbite de T,
ne de pendant en fait que de cette orbite, et dont la transforme e de Fourier,
note e 3G, T , est une fonction localement inte grable sur g* et analytique sur
un ouvert de Zariski non vide et G-invariant.
De sormais, on suppose que G est un groupe presque alge brique. Si T est
un e le ment elliptique de g, on pose MG, T=Mj(G), T et 3G, T=3j(G), T .
Si g # g*, on appelle sous-groupe acceptable canonique de, ou relatif a g
dans G le sous-groupe Bg de G, image re ciproque par j du sous-groupe
acceptable canonique de g dans j(G) (voir le nume ro 3.17).
Soit T un e le ment elliptique de g. On sait (voir [Kh-To, the ore me 3.14])
que la fonction 3G, T est donne e par la formule suivante:
3G, T ( f )= :
T $ # Rf "G .T & r f
3Rf, T $( f |r f),
ou f # gr* , Rf est un facteur re ductif de Bf , dont l’alge bre de Lie rf contient
jf et que l’on conside re comme le groupe presque alge brique
(Rf , j |Rf , Rf), Rf e tant un facteur re ductif contenant j(Rf) du sous-groupe
acceptable canonique Bf de GR relativement a f.
Soient V l’ouvert de Zariski G-invariant du nume ro 3.18, j un e le ment
de car(g). De signons par [[V j]] le sous-ensemble de [V j] constitue des
parties de V j qui sont re union de composantes connexes deux a deux
ZG(j)-conjugue es. Soit W un e le ment de [[V j]]. Enfin, choisissons un
e le ment f W de W et de signons par R W un facteur re ductif de BfW dont
l’alge bre de Lie rW contient j. Alors, il re sulte de la de monstration de la
proposition 3.13 de [Kh-To] que, pour f # W, on a
3G, T ( f )= :
T $ # RW"G .T & rW
3RW, T $( f | r W ). (8)
4.3. De sormais, on se donne un sous-groupe Z de ker j. On pose
EG, Z=[T # gexp T # Z].
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Alors EG, Z est une partie G-invariante constitue e d’e le ments elliptiques de
g. On de finit la fonction 1 G sur EG, ker j en posant:
1 G(T )=exp 12 : m**,
ou * parcourt l’ensemble des valeurs propres de ad T telles que i*>0 et ou
m* de signe la multiplicite de *.
Si / est un caracte re unitaire de Z, on note /~ G la fonction de finie sur
EG, Z par:
/~ G(T )=/(exp T) 1 G(T ).
4.4. Soit V un espace vectoriel re el de dimension finie, muni d’une
forme biline aire alterne e ;. Alors ; induit une forme symplectique,
encore note e ;, sur l’espace quotient Vker ;. On note Sp(V) le groupe
symplectique de (Vker ;, ;) et on de signe par Mp(V) le groupe me taplectique,
reve^tement connexe a deux feuillets de Sp(V) (si ;=0, Sp(V) est trivial et
Mp(V) est le groupe a deux e le ments).
Soit alors H un groupe de Lie ope rant dans V au travers d’une
repre sentation line aire, tout en laissant invariante la forme ;. On de signe
par HV le reve^tement a deux feuillets de H, produit fibre au dessus de
Sp(V) de H et Mp(V); pre cise ment H V est l’ensemble des couples
(h, x) # H_Mp(V) tels que h et x aient me^me image dans Sp(V). On
l’appelle le reve^tement me taplectique relatif a l’action de H dans V.
4.5. On reprend les notations des nume ros pre ce dents. Soit donc g # g*.
Alors le groupe G g, ope rant dans g par la repre sentation adjointe, laisse
invariante la forme biline aire alterne e ;g (voir le nume ro 3.3). On peut
donc conside rer le groupe (G g) g correspondant. On note = l’e le ment non
trivial du noyau de la projection naturelle de (G g) g sur G g.
On introduit e galement l’ensemble XG(g) des classes d’e quivalence de
repre sentations unitaires irre ductibles { de (G g) g telles que
(i) {(=)=&Id,
(ii) {(exp X)=ei( g, X), X # g g.
On dit que la forme line aire g est admissible (ou G-admissible, si l’on
tient a pre ciser), si XG(g) est non vide. On note g*G l’ensemble des formes
line aires g # g* qui sont a la fois fortement re gulie res et admissibles.
Par ailleurs, Z agissant trivialement dans g, il est contenu dans G g et il
s’identifie de manie re naturelle a un sous-groupe de (G g) g. Soit / un
caracte re unitaire de Z. On note XG, /(g), le sous-ensemble de XG(g)
constitue des repre sentations { telles que, de plus, {(x)=/(x) Id, x # Z.
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On dit que la forme line aire g est /-admissible si XG, /(g) est non vide.
On note g*G, / le sous-ensemble de g*G constitue des e le ments /-admissibles.
Alors, g*G, 1 est e gal a g*GZ et g*G est la re union des g*G, / , / # Z7. L’ensemble
g*G, / est G-invariant.
Si j # car(g), on pose g*G, /, j =g*G, / & g*r, j . Alors, on a
g*G, /, j=G .g* jG, / .
De plus, g*G, / est la re union disjointe des g*G, /, j pour j parcourant car(G).
4.6. De sormais, on se fixe e galement un caracte re unitaire / de Z. On
va de finir la mesure bore lienne dmG, / sur g*, qui est supporte e par g*G, / .
Pour ce faire, on commence par donner une description de cet ensemble.
Soient j un e le ment de car(g) et j=ta sa de composition en parties
anisotrope et de ploye e. On pose tZ=t & EG, Z . On de signe par t(Z) le sous-
espace de t engendre par tZ . On a l’e galite t(Z)=t exactement lorsque
Z & exp t est d’indice fini dans ker j & exp t. Soit a(Z) l’orthogonal,
relativement a la forme biline aire syme trique K du nume ro 3.6, de t(Z)
dans j. Alors, a/a(Z) et j=t(Z)a(Z). De plus, tZ est un re seau de t(Z).
Enfin la restriction de /~ G a tZ est un caracte re de ce dernier. De signons par
t*Z, / le translate du re seau dual de tZ constitue des formes line aires + sur
t(Z) telles que
ei(+, T)=/~ G(T ), T # tZ .
Dans ces conditions, on a
g*jG, /=[ f # gr* j f |r(Z) # t*Z, /].
Si + est un e le ment de t(Z)* on note t(Z)=+ l’ensemble des formes
line aires sur gj dont la restriction a t(Z) est e gale a +. Dans ces conditions,
t(Z)=+ est un sous-espace affine de g*
j, et gr* & t(Z)=+ en est un ouvert de
Zariski. De plus, on a
g*jG, /= .
+ # t*Z, /
gr* & t(Z)=+ ,
la re union e tant disjointe. On en de duit que g*G, /, j est une sous-varie te
analytique re gulie rement plonge e de g*, re union de nombrable disjointe des
sous-varie te s analytiques ouvertes G .gr* & t(Z)=+ , + # t*Z, / .
D’apre s la formule sommatoire de Poisson, la se rie
:
T # t Z
/~ G(T ) ei( g, T)
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converge dans l’espace des fonctions ge ne ralise es tempe re es vers une
fonction ge ne ralise e, m jG, / , positive, NG(j)-invariante et telle que, si dg est
une mesure de Lebesgue sur g* j, m jG, /dg est une mesure de Radon
tempe re e.
Rappelons nous la mesure de Lebesgue dg sur g* j introduite au
nume ro 3.3 et la mesure de Lebesgue d* sur j* introduite au nume ro 3.19.
On choisit des mesures de Lebesgue d+ et d& sur, respectivement, t(Z)* et
a(Z)*, de sorte que d*=d+ d&, et on munit t(Z) de la mesure de Lebesgue
duale de la mesure d+. On munit les sous-epaces affines t(Z)=+ , + # t(Z)*, de
la mesure df, translate e de la mesure sur t(Z)=0 quotient de dg par d+.
Enfin, si E est un espace vectoriel re el de dimension finie muni d’une
mesure de Lebesgue et si R est un re seau de E, on note vol(R) le covolume
de R dans E ou, si l’on pre fe re, le volume d’une maille de R. Avec ces
notations et conventions, la mesure m jG, / est donne e par
|
g*j
.m jG, / dg=vol(tZ)
&1 :
+ # t*Z, /
|
t(Z) +
=
.( f ) df.
D’apre s le lemme 3.3, il existe une unique fonction ge ne ralise e G-invariante
sur g*r, j , note e mG, /, j , qui a me^me restriction a gr* j que m jG, / .
Soit dg la mesure de Lebesgue sur g* conside re e au nume ro 3.1. Il est
alors clair que la distribution dmG, /, j =mG, /, j dg est une mesure de Radon
sur g*r, j , G-semi-invariante de me^me poids que dg.
On de finit alors la fonction ge ne ralise e (resp. la mesure de Radon) sur gr*
suivante:
mG, /= :
j # car(G)
mG, /, j \resp. dmG, /= :j # car(G ) dmG, /, j =mG, / dg+ .
On conside re la mesure dmG, /, j (resp. dmG, /) comme une mesure
bore lienne sur g*, supporte e par g*r, j (resp. gr*). Cette mesure est G-semi-
invariante de me^me poids que dg.
4.7. Nous allons, dans les nume ros 4.7, 4.8 et 4.9, de finir la fonction de
PoissonPlancherel qG, / sur g*G, / .
Lorsque G est re ductif connexe et Z=ker j ou Z=1, elle est de finie dans
[To, ch. X], formules (188) et (196) respectivement. Pour Z quelconque,
on ge ne ralise la formule (196) de [To] de la manie re suivante.
Tout d’abord, ker j e tant un groupe abe lien discret de type fini, son dual
unitaire ker j7 est un groupe compact se parable. Si 1 est un sous-groupe
de ker j, on note 1= le sous-ensemble de ker j7 constitue des caracte res tri-
viaux sur 1. C’est un sous-groupe compact de ker j7, et on le munit de la
mesure de Haar de masse totale 1. Soient j une sous-alge bre de Cartan de
g et t sa partie anisotrope. Soient * # g*jG, / et ‘* un caracte re de ker j tel que
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* soit ‘*-admissible, i.e. qui a me^me restriction que / a Z & exp t. Alors, on
pose
qG, /(*)=|
(Z & exp t) =
qG, ‘‘*(*) d‘.
4.8. On revient au cas ge ne ral. Pour le moment, soit f # gr*. Soit Rf
un facteur re ductif de Bf choisi comme dans le nume ro 4.2 et fixant la
restriction u de f a ubf (un tel choix est possible, d’apre s la de finition de Bf :
voir [Kh-To, nume ros 1.30 et 1.29]). Ainsi, Rf laisse invariante la forme
biline aire alterne e ;u , si bien que l’on peut conside rer le reve^tement
me taplectique correspondant Ru b ff , dont on note R f la composante neutre.
Soit pf la projection naturelle de R f sur la composante neutre de Rf et soit
jf= j |Rf b pf .
Alors, on conside re R f comme le groupe presque alge brique (R f , jf , Rf), ou
Rf est un facteur re ductif contenant j(Rf) de Bf , le sous-groupe acceptable
canonique de GR relativement a f. On de signe par Zf le sous-groupe de
ker jf , image re ciproque par pf de l’intersection de Z avec la composante
neutre de Rf .
On a clairement ER f, Zf=EG, Z & rf . On de finit alors la fonction 1 GRf sur
ER f, ker jf par le fait que
1 G(T )=1 R f (T ) 1 GR f (T ).
Lemme. La formule
/f (expR fT )=/(expRf T ) 1 GR f (T), T # ER f, Zf ,
de finit un caracte re de Zf .
De monstration. Soit j0, f une sous-alge bre de Cartan fondamentale de rf .
Alors, comme R f est connexe, Zf=expR f (ER f, Zf & j0, f). E crivons f =*+ g
avec * # jf* et g # (g j , 1)* (voir le nume ro 3.6). On sait que g est une forme
line aire de type unipotent et que Bf=Bg (voir [Kh-To, lemmes 1.26 et 1.20
et proposition 1.16]). Soit + # j*0, f une forme fortement re gulie re sur rf .
Alors, il re sulte facilement du lemme 1.28 de [Kh-To] que f $=++ g est
une forme fortement re gulie re sur g telle que jf $=j0, f . De plus, d’apre s ce
qui a e te dit plus haut, on a Bf $=Bg=Bf . Enfin, f, f $ et g ont me^me
restriction u a ubf .
Soit J0, f le sous-groupe de Cartan de R f d’alge bre de Lie j0, f . Il est
connexe, contient ker jf et fixe u. Il existe des sous-espaces lagrangiens
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complexes de (ubf) C( ubf)uC qui sont J0, f -invariants. D’apre s [Du4, I.4], si
l est un tel lagrangien, la formule
$u(expR f T )=exp(
1
2 trad T | l ), T # j0, f ,
de finit un caracte re du groupe J0, f .
Nous allons voir que l’on peut choisir l de sorte que, pour T # ER f, ker jf & j0, f ,
on ait
1 GRf (T )=$
u(expR f T),
ce qui de montrera le lemme.
Dans la suite de la de monstration, on munit g de la forme biline aire
alterne e ;f $ , qui est J0, f -invariante. Soit m/ ubf un supple mentaire
J0, f-invariant de ( ubf)u. Alors on a
bf=rf, j0, f m j0, f  (
ubf)u
et rf, j0, f m est somme directe orthogonale des sous-epaces symplectiques
rf, j0, f et m, tandis que j0, f  (
ubf)u est le noyau de la restriction de ;f $ a bf .
D’autre part, d’apre s [Kh-To, lemme 1.27], on a g f=j0, f  u(g g). Si b=f
de signe l’orthogonal de bf dans g pour la forme ;f $ , cette dernie re induit
une dualite entre gb=f et bf g
f $, on en de duit que
dim g&dim bf=dim( ubf)u&dimu(g g).
Il en re sulte que la forme ;f $ met e galement en dualite les espaces gbf et
(ubf)uu(g g).
Soit p (resp. q) un supple mentaire J0, f -invariant de bf dans g (resp. u(g g)
dans (ubf)u); alors on a
g=pqrf, j0, f mg
f $ .
Par construction, q est contenu dans (rf, j0, f m)
=, et on peut supposer
qu’il en est de me^me pour p. Il existe alors un sous-espace isotrope
maximal l0 de g C tel que
l0=l0 & rf, C  l0 & mC qC g f $C .
Le lagrangien l de (ubf) C(ubf)uC , servant a de finir le caracte re $
u de J0, f ,
peut e^tre choisi tel que
l=(l0 & m C  ( ubf)uC )(ubf)uC .
Si a est un sous-espace complexe j0, f -invariant de gC , on note 2(a)
l’ensemble des racines de j0, f dans a et, si : est dans 2(a), on de signe par
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ma (:) sa multiciplite . Avec ces notations et avec le choix effectue du
lagrangien l, on a
$u(expR f T )=exp \ 12 :: # 2(l0 & mC) m l0 & m C(:) :(T )+, T # ER f, ker jf & j0, f .
Soit T # ER f, ker jf & j0, f . Comme expR f T est central, les valeurs propres de
ad T sont des multiples entiers de 2i?. Comme de plus ;f $ induit une
dualite J0, f -invariante entre mC l0 & mC et l0 & m C , on en de duit que
$u(expR f T )=exp \ 12 :: # 2(mC)i:(T )>0 m m C(:) :(T)+ .
D’autre part, on a
1 GR f (T )=exp \ 12 \ :: # 2(mC)i:(T )>0 m m C(:) :(T)
+ :
: # 2(pC)i:(T )>0
mp C(:) :(T )+ :
: # 2(qC)i:(T )>0
mq C(:) :(T )++ .
Mais, ;f $ induit une dualite J0, f -invariante entre pC et qC . On en de duit
facilement que
1 GR f (T )=exp \ 12 :: # 2(mC)i:(T)>0 mm C(:) :(T )+=$
u(expR f T ),
comme annonce . K
4.9. On garde les notations des nume ros 4.7 et 4.8. On, se fixe un
e le ment f de g*G, / . Il est fortement re gulier, on peut donc lui appliquer les
constructions du nume ro 4.8.
De signons par * la restriction de f a rf , que l’on conside re e galement
comme un e le ment de jf*. Alors * est un e le ment de (rf*)R f, /f et on pose
qG, /( f )=qR f, /f (*).
On ve rifie facilement que le nombre qR f, /f (*) ne de pend pas du choix du
facteur re ductif Rf de Bf qui fixe u et dont l’alge bre de Lie contient jf . En
fait, deux tels facteurs re ductifs sont deux facteurs re ductifs de (Bf)u, et ils
sont donc conjugue s par un e le ment du radical unipotent de (Bf)u qui
commute a j (voir la de monstration de la proposition 1.22 de [Kh-To]).
La fonction qG, / ainsi de finie est clairement G-invariante. On de signe
e galement par qG, / le prolongement de qG, / a g* obtenu en de cidant qu’elle
prend la valeur 0 en dehors de g*G, / .
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4.10. On garde les notations des nume ros pre ce dents et on conside re
l’ouvert de Zariski V du nume ro 3.18.
The ore me. (i) La mesure dmG, / est une mesure de Radon tempe re e sur
g*, G-semi-invariante de me^me poids que la mesure de Lebesgue dg,
(ii) V & g*G, / est dmG, / cone gligeable,
(iii) la fonction qG, / est analytique sur V & g*G, / ,
(iv) la mesure qG, /dmG, / est une mesure de Radon tempe re e sur g*,
G-semi-invariante de me^me poids que la mesure de Lebesgue dg, et la
fonction ge ne ralise e qG, / mG, / est G-invariante et tempe re e,
(v) la se rie de distributions
vG, /= :
T # G"E G, Z
/~ G(T ) MG, T
converge faiblement dans S$(g) et l ’on a
v 7G, /=qG, /mG, / .
4.11. De monstration. Soient j # car(g). Alors, il re sulte du lemme 3.3
que, pour . # S(g*), on a
| . dmG, /, j =(2?)&2dg |W j |&1 vol(tZ)&1 :
W # [[Vj]]
_ :
+ # t*Z, /
|
a(Z)*
F Wj, .(++&) ? j , s(++&) d&.
Compte tenu des proprie te s des inte grales orbitales F Wj, . e tablies au
nume ro 3.22, la de monstration du the ore me 6 de [To] s ’applique. On voit
donc que la mesure dmG, / est une mesure de Radon tempe re e. Les points
(i) et (ii) du the ore me sont alors clairs.
4.12. Passons a la de monstration des points (iii), (iv) et (v) du
the ore me 4.10.
On commence par e valuer la somme de la se rie
:
T # G"EG, Z
/~ G(T )(3G, T , . dg) , (9)
ou . est un e le ment de S(g*).
Si j # car(g) et W # [[V j]], on choisit un e le ment fW de W et on pose
b
W
=bfW , uW = f |ub W , R W =RfW , R W =R fW , Z W =ZfW et / W =/fW . Alors,
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l’alge bre de Lie rW contient j. On choisit une sous-alge bre de Cartan
fondamentale jW de r W , dont on note tW la partie anisotrope.
Compte tenu du lemme 3.3 et de la formule 8, on peut e crire
:
T # G"EG, Z
/~ G(T )(3G, T , . dg)
=(2?)&2dg :
j # car(G)
|W j | &1 :
W # [[Vj]]
:
T # G"EG, Z
/~ G(T ) :
T $ # RW"G .T & rW
_|
jr*
F Wj, .(*) 3R W , T $(*) ? j , s(*) d*
=(2?)&2dg :
j # car(G)
|W j | &1 :
W # [[Vj]]
AWj (. dg),
avec
AWj (. dg)= :
T # G"EG, Z
/~ G(T ) :
T $ # RW"G .T & rW
_|
jr*
F Wj, .(*) 3RW , T $(*) ? j , s(*) d*
= :
T # RW"ER W, ZW
/~ G(T ) |
j r*
F Wj, .(*) 3RW, T $(*) ? j , s(*) d*.
Cependant, compte tenu de la de finition de /W et de la formule e vidente
3RW , T= :
T $ # R W"(RW) ubW .T
3R W , T $ ,
il vient
AWj (. dg)= :
T # R W"ER W, ZW
/~ W , R W(T ) |
j r*
F Wj, .(*) 3R W , T(*) ? j , s(*) d*.
(10)
Introduisons enfin avec HarishChandra les transforme es de Fourier
d’inte grales orbitales ponde re es
3 R W , T=[R W .T & jW ]
&1 3R W , T .
Avec ces notations, la formule 10 s’e crit
AWj (. dg)= :
T # tW, R W, ZW
/~ W , R W(T ) |
j r*
F Wj, .(*) 3 R W , T (*) ? j , s(*) d*.
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Compte tenu des proprie te s des inte grales orbitales FWj, . e nonce es dans le
the ore me 3.22, la de monstration du the ore me 7 de [To] s’applique
pour montrer que la se rie de finissant la quantite AWj (. dg) converge
absolument, que l’on a l’e galite
AWj (. dg)=vol(tZ)
&1 :
+ # t*Z, /
|
a(Z)*
F Wj, .(++&) qR W , /~ W(++&) ? j , s(++&) d&
(11)
et que la formule
:
+ # t*Z, /
|
a(Z)*
|F Wj, .(++&)| qR W , /~ W(++&)|? j , s(++&)| d&
de finit une semi-norme continue sur S(g*).
D’une part, la formule 11 est valable quel que soit le choix de f W dans
W et du facteur re ductif RW de BfW qui stabilise uW et dont l’alge bre de
Lie contient j. D’autre part, d’apre s le lemme 3.25, l’image de S(g*) par
l’application . [ FWj, .? j , s contient l’espace des fonctions C
 a support
compact dans jr* et W j-invariantes. Il re sulte de cela que, pour g # W1 et
pour presque tout * # jr*, on a
qG, /(*+ g)=qR W , /W(*).
Comme la fonction qG, / est G-invariante et comme la fonction qR W , /W est
analytique sur jr*, on en de duit que la fonction qG, / est analytique sur
V & g*G, / .
Maintenant, il est clair que la se rie T # G"EG, Z /~ G(T )3G, T converge dans
S$(g*) vers la fonction ge ne ralise e qG, / mG, / . Les assertions (iv) et (v) du
the ore me 4.10 en de coulent, ce qui ache ve la de monstration. K
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